Prescription de la multiplicite des valeurs propres 
o ■ du laplacien de Hodo;e-de Rham 

C^ • Pierre Jammes 

o 

fvq ■ Resume. — Sur toute variete compacte de dimension superieure ou egale a 6, on 

prescrit le volume et le debut du spectre du laplacien de Hodge-de Rham agissant sur 
les p- formes differentielles pour 1 < p < §. En particulier, on prescrit la multiplicite 
des premieres valeurs propres. 

^^ ■ Mots-clefs : laplacien de Hodge-de Rham, formes differentielles, multiplicite de 

(-H I valeurs propres. 
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C^ , Abstract. — On any compact manifold of dimension greater than 6, we pres- 

cribe the volume and any finite part of the spectrum of the Hodge Laplacian acting 
on p-form for 1 < p < ^. In particular, we prescribe the multiplicity of the first 
eigenvalues. 
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,- 1. Introduction 

'NT 

00 I On salt depuis les travaux de S. Y. Cheng |Ch76| que la multiplicite de la 

^^ ■ A;-ienie valeur propre du laplacien sur une surface compacte est majoree en 

fonction de k et de la topologie. En dimension plus grande, Y. Colin de Ver- 
k>( I diere a montre ( |CdV86] . |CdV87| ) que toute rigidite disparait et qu'on pent 

^ ' arbitrairement prescrire le debut du spectre, en particulier la multiplicite des 

valeurs propres pent etre arbitrairement grande. 

Le resultat de Cheng s'etend aux operateurs de Schrodinger sur les sur- 
faces et la majoration de la multiplicite a ete amelioree (voir |Be80| . |Na88| . 
[HHN99J ). la meilleure estimation pour la multiplicite de la 2° valeur propre 
d'un operateur de Schrodinger sur une surface ayant ete obtenue par B. Se- 
vennec ( |Se94| . |Se02| ). Ce probleme a aussi ete etudie pour des operateurs 
avec champ magnetique ( |CdVT93| . |BCC98| . |Er02| ). pour lesquels la mul- 
tiplicite pent etre arbitrairement grande. En dimension superieure ou egale 
a 3, J. Lohkamp a ameliore les resultats de Colin de Verdiere en montrant 



dans |Lo96| qu'on pouvait prescrire simultanement le debut du spectre, le 
volume et certains invariants de courbure. 

En comparaison, les connaissances sont beaucoup plus limites concernant 
les operateurs agissant sur les fibres vectoriels naturels. P. Guerini a montre 
dans |Gu04| qu'on pent prescrire toute partie finie du spectre du laplacien 
de Hodge-de Rliam, qui agit sur les formes differentielles, mais en imposant 
aux valeurs propres prescrites d'etre simples. Un resultat semblable a ete 
obtenu par M. Dahl pour I'operateur de Dirac ( |Da05| ). Le seul resultat 
connu concernant la multiplicite des valeurs propres non nulles de ces deux 
operateurs est qu'on pent construire un nombre arbitraire de valeurs propres 
doubles du laplacien de Hodge-de Rliam (voir |Ja09a| ). On pent consulter 
|Ja09b| pour une presentation generale de ces resultats. 

Le but de cet article est d'etendre le tlieoreme de Colin de Verdiere 
aux formes differentielles en montrant que sur toute variete compacte de 
dimension n > 6, on pent construire des valeurs propres du laplacien de 
Hodge-de Rham de multiplicite arbitrairement grande, et plus precisement 
que si on excepte les formes de degre ^, on pent prescrire arbitrairement le 
debut du spectre, avec multiplicite. 

Si {M^,g) est une variete riemannienne compacte orientable de dimen- 
sion n, le laplacien A^ agissant sur I'espace QP{M) des p- formes differentielles 
est defini par A = d8-|-6d oil 5 designe la codifferentielle. Nous noterons son 
spectre 

= Ap,o(M,<7) < Ap,i(M,<7) < Xp,2{M,g) < ... (LI) 

ou les valeurs propres non nulles sont repetees s'il y a multiplicite. La mul- 
tiplicite de la valeur propre nulle, si elle existe, est un invariant topolo- 
gique : c'est le nombre de Betti bp{M). Par theorie de Hodge, le spectre 
(Ap,j(Af,5))j>i est la reunion de {fip^i{M,g))i et (/ip_i,i(M,g))j oil 

0<fip,i{M,g)<fip^2{M,g)<... (L2) 

designe les valeurs propres du laplacien restreint a I'espace des p- formes 
coexactes, et on a en outre fip^i{M,g) = /i„_p_i^j(M, ^r) pour tout p et i 
si M n'a pas de bord. Le spectre complet du laplacien se deduit alors des 
fip^i{M,g) pour p < ■^^^, c'est done a la multiplicite de ces valeurs propres 
qu'on va s'interesser. 

Theoreme 1.3 Soit M" une variete compacte connexe orientable sans bord 
de dimension n > 6 et N (^ N* . Si on se donne un reel y > 0, une suite 
< ai^i < ai^2 ^ ^1.3 < • • • < ai,Ar et des suites < Op^i < ap^2 < • • • < CLp,N 
pour 2 < p < [■^^^], alors il existe une metrique g sur M telle que 



- /Up,fc(M, g) = ap^k pour l<k<Netl<p< [^] ; 

- Vol(M,5) = V. 

Remarque 1.4. La condition fJ-in^zl] i{M,g) > supj ^y Op^j permet de pres- 

crire le debut du spectre en degre [^^^], les formes propres correspondantes 
etant exactes. 

Comme dans |CdV86| et |CdV87| . le principe de la demonstration consiste 
a faire converger le spectre de la variete vers celui d'un espace modele (en 
I'occurence un domaine de la variete) qui a le spectre souliaite et de conclure 
grace aux proprietes de stabilite du spectre du modele. Pour les formes de 
degres proches de S, la demonstration eclioue en raison de I'invariance (ou 
la presque invariance) conforme de la norme L^. On verra cependant que 
les rigidites qui apparaissent pour ces degres faciliteront la construction des 
espaces modeles. Une autre difHculte apparait pour les formes de degre 1, 
on ne pourra pas faire appel aux meme espaces modeles que pour les autres 
degres. On utilisera une construction particuliere qui ne permet pas de pres- 
crire la multiplicite de la premiere valeur propre et qui ne fonctionne qu'en 
dimension n > 6. 

Le probleme suivant reste done ouvert : 

Question 1.5 La multiplicite des valeurs propres fj,i^i{M,g) et 
^rn-ii j^{M,g) peut-elle etre arbitrairement grande ? 

Dans |Ja09a| . on montre comment construire des exemples de varietes de 
dimension n > 4 admettant des valeurs propres de multiplicite arbitraire- 
ment grande, y compris en degre [^^^]. Leur topologie est tres particuliere 
(varietes produits), mais ces exemples montrent qu'on a pas en general de 
borne sur la multiplicite comme en dimension 2. 

En ce qui concerne fj,i^i(M,g), on pent aussi apporter cet element de 
reponse en utilisant les meme techniques que pour le tlieoreme 11.31 : 

Theoreme 1.6 Si Af" une variete compacte connexe orientahle sans bord de 
dimension n > 5, alors il existe sur M une metrique g telle que la multiplicite 
de ^i^i{M,g) soit egale a 3. 

La metliode utilisee ne permet cependant pas de prescrire les autres valeurs 
propres. 

Le probleme le plus interessant semble etre de comprendre ce qui se passe 
en dimension 3. En effet, les exemples produits donne dans |Ja09a| sont de 



dimension au moins 4. L'enonce de S. Y. Cheng pourrait s'etendre aux 1- 
formes coexactes en dimension 3 : 

Question 1.7 Sur une variete M de dimension 3, existe-t-il une home sur 
la multiplicite de ^i^k{M,g) dependant uniquement de k et de la topologie 
de M? 

II faut noter que pour etablir un tel resultat, on pent difficilement esperer 
adapter de la demonstration de Cheng dont les arguments sont specifiques 
aux fonctions (domaines nodaux) et a la topologie en dimension 2. 

Dans la section |2] nous montrerons, apres quelques rappels techniques, 
qu'on pent faire tendre le spectre d'une variete compacte pour le laplacien 
de Hodge-de Rham vers le spectre d'un de ses domaines. La section |3] sera 
consacree a la demonstration des theoremes 11.31 et 11.61 



2. Convergence du spectre d'une variete vers celui 
d'un domaine 

2.1. Conditions de bord et cohomologie pour une variete a 
bord 

Dans ce paragraphe et le suivant, nous allons rappeler certains aspects 
techniques de la theorie spectrale du laplacien de Hodge-de Rham auquels 
nous feront appel pour montrer qu'on pent faire tendre le spectre d'une 
variete compacte vers celui d'un de ses domaines (theoreme l2.10p . 

Si U est un domaine a bord C^ d'une variete compacte M, on note 
j : dU —7- U I'injection canonique et A^ un champ de vecteur normal au 
bord. II existe plusieurs conditions de bord admissibles pour le laplacien de 
Hodge-de Rham sur U (c'est-a-dire telles que le laplacien soit elliptique), les 
deux principales sont les conditions absolues et relatives, que nous noterons 
respectivement (A) et (R) et qui sont definies par 

^ 1 J*(l7vdw) = 1 j*(*da;) = ^ ' 



et 



(fl) { ''^r° (2-2) 



j-(Si^)=0 

Pour la condition (A), Ker A est isomorphe a la cohomologie H'p{U) et pour 
(R), il est isomorphe a la cohomologie a support compact Hq{U) (voir par 
exemple |Ta96| . ch. 5). Rappelons aussi que les cohomologies deU et U sont 



isomorphes ( |Ta96| ch. 5 p. 375). II est immediat que sous la condition (R) 
on a j*{duj) = 0. Et comme la dualite de Hodge permute ces deux conditions 
de bord, (A) implique que j*{*5lj) = 0. 

Nous aurons besoin d'une autre condition de bord, definie par 

(D)i'y^r\ (2.3) 

I J (*w) = ^ ^ 

Pour la condition (D), le noyau du laplacien est trivial (voir |An89| ). 

Rappelons qu'en restriction aux fonctions, la condition (A) est equiva- 
lente a la condition de Neumann, et les conditions (R) et (D) a la condition 
de Diriclilet. 

La decomposition de Hodge L^(AP?7) = Imd © Ker A © Im5 depend de 
la condition de bord choisie. Pour une forme cj, elle s'ecrit to = d59 + a + 5d9 
ou aet 9 verifie la condition de bord consideree, a etant dans le noyau Ker A 
correspondant (cf. proposition 9.8 de |Ta96| ) . 

Dans la suite du texte interviendra essentiellement la condition (A) (et 
dans une moindre mesure la condition (D)), et nous ferons en particulier 
appel a la propriete suivante : 

Proposition 2.4 Si uj est une p-forme exacte sur U , alors il existe une 
forme 9 G i7^(C/) verifiant la condition (A) et telle que uj = d50. En par- 
ticulier, la forme (p = 59 verifie j*{lNip) = 0, est orthogonale aux formes 
fermees et minimise la norme L^ parmi les primitives de uj. 

La demonstration de ces faits (qui ne sont souvent utilises qu'implicitement 
dans la litterature) est esquissee dans |Ch79| (section 3, p. 272). Nous allons 
la rappeler : 

Demonstration : Si a € QP{U) et /3 € QP^^{U), une integration par 
partie donne (dQ,/3) = (a, 5/3) + JQjjj*io: A */3). Pour que le terme de bord 
s'annule, il n'est pas necessaire que les deux formes a et P verifient I'une des 
conditions de bord, il sufHt par exemple que j*{*fi) = 0, c'est-a-dire que /? 
soit tangentielle. 

Si UJ est une forme exacte, on a alors [uj, /3) = pour toute forme (5 tan- 
gentielle cofermee. Dans la decomposition de Hodge pour la condition (A), 
la composante cofermee de uj est done nulle meme si uj ne verifie aucune 
condition de bord. On a done uj = 6.59 on 9 verifie la condition (A) (autre- 
ment dit, I'adlierence L^ des formes exactes verifiant (A) contient toutes les 
formes exactes, sans condition de bord). 

Si on pose ip = 59, on a alors j*[XNip) = 0, et («,</?) = {da, 9) = pour 
toute forme a fermee. Comme deux primitives de uj different par une forme 
fermee, f minimise la norme L^ parmi celles-ci. ■ 



Nous aurons besoin de definir, outre les cohomologies H^{U) et Hq{U) 
evoquees plus haut, un espace de cohomologie traduisant I'interaction entre 
la cohomologie de U et celle de M. Get espace est construit comme le quotient 
des formes fermees de U par la restriction des formes fermees de M : 

HP{U/M) = {uj £ nP{Tj), dio = 0}/{uj^jj, CO G ^^(M) et dto = 0} (2.5) 

Comme une forme exacte de U est toujours la restriction d'une forme exacte 
de M, HP{U/M) est isomorphe au quotient de H^{U) par I'image de I'appli- 
cation naturelle HP{M) — )■ HP{U) definie par restriction des formes fermees 
et exactes. En particulier, H'P{U/M) est de dimension finie. 

2.2. Caracterisation du spectre du laplacien de Hodge 

Pour demontrer le tlieoreme de convergence au paragraplie suivant, nous 
utiliserons une caracterisation variationnelle du spectre dont le principe est 
dil a J. Clieeger et J. Dodziuk : 

Proposition 2.6 ( |Do82| . |Mc93| ) Sur une variete compacte sans bord ou 
avec condition de bord (A), on a 



jip^i = inf sup <^ -n— FTo) dip = uj 

oil Vi parcourt I'ensemble des sous-espaces de dimension i dans I'espace des 
p + 1-formes exactes lisses. 

II faut preciser que dans le cas a bord, cette formule fournit le spectre pour 
la condition (A) meme si on ne suppose pas que des formes u et ip verifient 
cette condition. Cela tient essentiellement au fait demontre plus haut que 
I'espace L^ des formes exactes pour la decomposition de Hodge associee a 
(A) contient toutes les formes exactes sans condition de bord. 

La proposition 12 . 61 permet d'estimer les valeurs propres du laplacien, mais 
pour les applications a la multiplicite, et en particulier pour utiliser les tech- 
niques de Colin de Verdiere (voir lemmes 12.151 et I2.16P , nous aurons besoin 
de controler a la fois les valeurs propres et les espaces propres, nous allons 
done la reformuler. Si w est une forme exacte, alors qioj) = infd(^=(^ ll'/^lP est 
une forme quadratique, c'est la norme au carre de la primitive coexacte de 
uj. Son spectre est I'inverse de celui du laplacien (on pent se convaincre qu'on 
a aussi qiu) = (A~^t<j,t<j)). On retrouve la formule de la proposition 12.61 en 
intervertissant le role de la forme quadratique et de la norme de Hilbert : 



Proposition 2.7 Le spectre et les espaces propres du laplacien en restric- 
tion aux formes exactes sont ceux de la forme quadratique Q{u)) = ||w||?2 
relativement a la norme la; I = inf ||ci9||r2. 

I I , II r II -ij 



Remarque 2.8. L'espace ^^(Ap+^M) n Imd (radherence etant prise au 
sens de la norme L^) n'est pas un espace de Hilbert car il n'est pas complet 
pour la norme | • | (c'est seulement le domaine de la forme quadratique Q), 
mais on pent identifier son complete a L^(APM)/Ker d, chaque forme exacte 
de L'^(AP~^^M) etant identifiee a I'ensemble de ses primitives. 

Remarque 2.9. On pent deduire aisement de la proposition 12.61 que le 
spectre du laplacien est continu pour la topologie C^ (cf. |Do82| ). On salt 
aussi, d'apres |BD97| qu'on a continuite des espaces propres pour les topo- 
logies C^ et L^ . La formulation de la proposition 12.71 permet de retrouver 
ce fait de maniere plus directe a I'aide des techniques de |CdV86] (voir le 
lemme [2.16l au paragraplie suivant). 

2.3. Convergence spectrale 

Nous allons maintenant montrer comment on pent faire tendre le spectre 
du laplacien de Hodge-de Rliam d'une variete compacte vers celui d'un do- 
maine, generalisant ainsi au formes differentielles le tlieoreme que Y. Colin 
de Verdiere a montre pour les fonctions (tlieoreme III.l de |CdV86| ). Pour 
appliquer ce resultat, nous aurons besoin d'une certaine uniformite de la 
convergence, nous reprendrons pour cela les notations de |CdV86| : 

Soit Eq et El sont deux sous-espaces vectoriels de meme dimension N 
d'un espace de Hilbert, munis respectivement des formes quadratiques qq et 
qi. Si Eq et Ei sont sufHsamment proclies, il existe une isometrie naturelle 
ip entre les deux (voir la section I de |CdV86| pour les details de la construc- 
tion), on definit alors I'ecart entre qo et gi par ||q'iO'(/' — goU- Pour deux formes 
quadratiques Qq et Qi sur l'espace de Hilbert, on appellera N-ecart spectral 
entre Qq et Qi I'ecart entre les deux formes quadratiques restreintes a la 
somme des espaces propres associes aux A^ premieres valeurs propres. Si cet 
ecart est petit, alors les A^ premieres valeurs propres de Qq et leurs espaces 
propres sont proclies de ceux de Qi. 

On veut montrer que la convergence spectrale est uniforme pour une cer- 
taine famille de spectres limites. Comme dans |CdV86| on dira done qu'une 
forme quadratique verifie I'liypotliese (*) si ses valeurs propres verifient 

Xi < ... < Xn < >^N + V < ^N+i < M 



pour un entier A^ et des reels r],M > fixes une fois pour toute. 

Dans la suite du texte, sauf mention explicitement contraire, le spectre 
considere sur les domaines sera toujours relatif aux conditions de bord (A). 

Theoreme 2.10 Soit {M'^,g) une variete riemanienne compacte sans bord 
de dimension n et U un domaine de M d bord C^. II existe une suite de 
metriques (gi) sur M conformes a g telle que 

- Vol(M, gi) — 7> Yol{U, g) quand i ^^ oo ; 

- iJ,p^k{M,gi) —7- pour p < ^"^ ' et k < dp quand z — )■ oo ; 

- fJ'P,k+dp{M,gi) -^ fJ'p,k{U,g) pour p < ^^^ et k > I quand i ^ oo ; 
oil dp est la dimension de HP{U/M). 

En outre, si les fip^k{U,g) verifient I'hypothese (*) pour 1 < p < 2 > 
alors pour tout e > il existe i tel que le N-ecart spectral entre les laplaciens 
sur U et M pour la metrique gi soit inferieur a e. 

Remarque 2.11. Dans |Co04| . B. Colbois avait pose la question de savoir 
si on pent faire tendre les valeurs propres du laplacien de Hodge-de Rham 
vers en fixant le volume et la classe conforme. Pour p < '-"'^ ' , une reponse 
positive a ete donnee dans |Ja08| par une constrution similaire a celle du theo- 
reme |2rTn]avec U :^ S^ X B^~'P. he theoreme 12. lOl permet une comprehension 
plus generale de ce phenomene, tout en simplifiant les demonstrations de 
[JaOH]. 

On salt que I'enonce du theoreme 12.101 est faux pour p = [^^^], car pour 
ce degre, le spectre du laplacien est uniformement minore dans une classe 
conforme : 

Theoreme 2.12 ( |Ja07) ) Soit M" une variete compacte de dimension n > 
3, Pour toute classe conforme C sur M , il existe une constante K{C) > 
telle que pour toute metrique g ^ C , on a 

/^[ii^],i(M,<7)Vol(M,5)^ >K. 



On pent done construire des contre-exemples en choissant M et U tels 

que W 2 '(^M/U) soit non trivial, ou en utilisant un domaine dont la pre- 

2 
miere valeur propre est plus petite que que K ■ Yol{U,g)~^ (c'est possible 

d'apres |Gu04| ). 

Remarque 2.13. La constante K du theoreme 12.121 varie continiiment 
pour des deformations C^ de la metrique (voir |Ja07| ). Cette propriete nous 
sera utile pour demontrer le theoreme 11.31 
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Remarque 2.14. Pour I'operateur de Dirac, il existe une rigidite conforme 
du meme type que celle du theoreme 12.121 (voir |Ani03| ). On ne peut done 
pas esperer obtenir un resultat semblable au theoreme 12. lOl pour les spineurs. 

Comme dans |CdV86| . on fera appel aux deux lemmes qui suivent. Les 
constantes N, M et rj qui interviennent dans les enonces font reference a 
I'hypothese (*) definie plus liaut. 

Lemme 2.15 ( |CdV86] . th. 1.7) Soit Q une forme quadratique positive 
sur un espace de Hilhert 7i dont le domaine admet la decomposition Q- 
orthogonale dom.(Q) = T-Lq © T-ioo- Pour tout e > 0, il existe une constante 
C{i],M,N,e) > (grande) telle que si Qq = Qi-^,, verifie I'hypothese (*) et 
que \/x G Tioo, Q{x) > C\x\'^, alors Q et Qq ont un N-ecart spectral inferieur 
a £. 

Lemme 2.16 ( |CdV86j . th. 1.8) Soit [T-L, \ ■ \) un espace de Hilhert muni 
d'une forme quadratique positive Q. On se donne en outre une suite de me- 
triques \ ■ |„ sur Ti et une suite de formes quadratiques Qn de meme domaine 
que Q telles que : 

(i) il existe Ci,C2 > tels que \/x E %, Ci\x\ < |x|„ < C2\x\ ; 

(a) pour tout X G dora.{Q), |x|„ — ?> |x| ; 

(Hi) pour tout X € dom(Q), Q{x) < Qn{x) ; 

(iv) pour tout X € dom.{Q), Qn{x) — > Q{x). 
Si Q verifie I'hypothese (*), alors a partir d'un certain rang (dependant de 
r], M et N), Q et Qn ont un N-ecart spectral inferieur a e. 

Remarque 2.17. Dans leleninie|2rT6l on peut affaiblir I'hypothese Ci|x| < 
\x\n < C2\x\ en Ci|x| < |x|„ < C2|x| +e„(5(x)2 avec e„ — )> 0, la demonstra- 
tion restant exactement la meme. En particulier, il n'est pas necessaire que 
1 'espace de Hilbert (^, | • |) soit complet pour \-\n- 

Remarque 2.18. Pour deduire la convergence du spectre et des espaces 
propres de la convergence des formes quadratiques, on doit en principe se 
ramener a une norme de Hilbert fixe. Qa ne sera pas necessaire dans la suite 
car les etapes de la demonstration oil la norme varie seront traitees a I'aide 
du lemme [2. 161 

Demonstration du theoreme 12.101 : En vertu de la proposition 12. 7| il suf- 
fit de montrer la convergence des valeurs propres et des espaces propres de la 
forme quadratique Q{ijj) = ||(jj|P relativement a la norme |ti;| = infd(p=tj II^^H 



pour les formes differentielles exactes de degre 1 a [^^^] (les /ip^j sont les 
valeurs propres de Q sur les formes exactes de degre p + 1). 

Comme dans |CdV86| . on va passer par I'intermediaire d'une famille de 
metriques singulieres {ge)e&]o,i\ definies par Qe = 9 sur U et g^ = e^g sur 
M\U. Notons que la forme quadratique Q^ et la metrique | • |e associees a g^ 
sont bien definies. Plus precisement, pour une forme exacte w € ^^^^{M), 
on a 

Qeioj)= [ \uj\Mvg + e''-'^P-'^ [ \co\'^dvg (2.19) 

Ju Jm\u 



et 




\^\^dvg + e^-^P [ |(^pdt;J. (2.20) 

Jm\u J 



'M\U 

Pour e fixe, les normes induites par g et g^ sont equivalentes. II en va done 
de meme pour les normes | • | et | • 1^, ainsi que pour les normes d'operateurs 
associees a Q et Qg. Les resultats usuels de theorie spectrale (spectre forme 
d'une suite de valeurs propres tendant vers I'infini) s'appliquent done a la 
forme quadratique Q^ . 

La demonstration se deroule en trois etapes. D'abord, on montre que 
pour e donne, on pent approcher la metrique g^ par une metrique lisse avec 
convergence du spectre. Comme pour tout e on pent trouver une metrique 
lisse dont I'ecart spectral avec g^ soit arbitrairement petit, il suffit de mon- 
trer que I'ecart spectral entre le spectre de g^ et celui de U devient lui ausssi 
arbitrairement petit quand e — )■ 0, ce qui fait I'objet de la suite de la de- 
monstration. La deuxieme etape consiste a decomposer I'espace Ti des formes 
exactes en une somme T-Lq^T-Loo a laquelle on applique le lemme [2.15l Enfin, 
on montre la convergence du spectre de Q^ restreint a T-Lq vers le spectre du 
domaine a I'aide du lemme [2.16l 

Etape 1. En utilisant le lemme [2.16| on va montrer qu'on pent approcher 
5e par des metriques lisses avec convergence du volume, du spectre et des 
espaces propres. 

Pour un e fixe, on pent approcher la fonction xu + ^Xm\u P^r une suite 
de fonctions decroissantes (/,). La suite de metriques gj = ff • g tend alors 
vers 5e, et on note Qj et | • \j la forme quadratique et la norme hilbertienne 
associees. On pent verifier que la suite de forme quadratique Qj converge 
simplement vers Qg (hypothese (iv) du lemme I2.16p . Comme il existe une 
constante C telle que g^ < gj < C ■ g^, on a \io\'^ < \uj\'^ < C ■ |a;|^ et Qeiuj) < 
Qj{ijo) pour toute forme exacte uj (hypotheses (i) et (iii) du lemme). Pour 
appliquer le lemme I2.16| il reste a verifier que I'hypothese (ii) est satisfaite, 
a savoir que | • \j converge simplement vers | • 1^. Etant donne ry > 0, il existe 
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une forme (pQ telle que d(pQ = w et ll^/^ollgj- ^ ["^le + ^ (p^r definition de 
I • Is). Comme gj converge vers ^g, pour j assez grand on a aussi ||v?o||g ^ 
llvnll^ + fl-, et done \ijj\1 < Iwl? < ||(j3n||^ < \uj\1 + 2rj. On a done bien 
\oj\j -^ \uj\e pour tout OJ. 

Selon le lemme I2.16( a e fixe, on pent done trouver un j^ tel que I'ecart 
spectral entre Qj^ et Qg, soit arbitrairement petit. 

Etape 2. On va decomposer I'espace des {p + l)-formes exactes en une 
somme T-Lq Tioo a laquelle on applique le lemme |2 . 1 5 1 pour la norme | • Ie et 
la forme quadratique Q^. 

On commence par definir le sous-espace T-Lao de ImdP C L^(AP'^^M) 
comme I'adherence des different ielles des formes lisses qui s'annulent sur U 
(les adherences sont au sens de la norme L^). Une telle forme va necessaire- 
ment verifier la condition de bord de Diriclilet sur M\U : 



Tioo = {d^, f G nP{M), if^u = 0, ^\M\U verifie (D)}. (2.21) 

L'espace Hq sera defini comme la somme de deux espaces Tii et 7^2 
construits separement. 

Soit U! une (p+ l)-forme exacte sur [/ et 93 G QP{U) la primitive coexacte 
de uj fournie par le lemme 12.41 Si (p est un prolongement lisse de (p sur M, 
alors dip est definie a un element de 'Hoo pres. On pent definir alors oJ comme 
le dip de norme minimale pour g'g. Get infimum est bien atteint dans L^ et on 
pent le construire par projection sur I'orthogonal L^ de "Hqo- On pose alors 



-Hi = {u, u e nP+^{U) exacte}. (2.22) 

L'espace "^2 est defini a partir de l'espace de coliomologie HP{U/M). 
Comme HP{U/M) est isomorplie au quotient de HP{U) par le sous-espace 
induit par HP{M), il est aussi isomorplie a I'orthogonal, dans l'espace des 
formes liarmoniques de U (avec condition de bord absolue), des representants 
liarmoniques des classes de coliomologie induites par HP[M). On pent ainsi 
definir un representant liarmonique h de cliaque classe [c] € HP{U/M), qui 
est la forme h € [c] ortliogonale aux restrictions des formes fermees de M. 

On pent alors construire 7^2 sur le modele de Tii. Cliaque forme liar- 
monique h representant une classe de HP{U/M), pent etre etendue en une 
forme h sur M, la forme dh etant alors definie a un element de T-Loo pres. On 
notant w/j la forme dh qui est L^-ortliogonale a Tioo, on pose 

■H2 = {C^h, [h] G HP{U/M)}. (2.23) 

Par construction, Tio = Tii 7^2 et T^oo sont ortliogonaux pour la norme 
L^, done Q-ortliogonaux. Avant d'appliquer le lemme 12.151 on doit encore 
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verifier que Hq © Tioo contient bien toutes les {p + l)-formes exactes. Soit 
oj € r^^"*"^ une forme exacte. Par definition de "Hi, on pent ecrire uj = oji +uj', 
avec oji € Hi telle que LOm = UJim et co'ijj = 0. Comme uj et oJi sont exacte, 
oj' I'est aussi. Si on pose co' = dip, la forme if est definie a une forme fermee 
pres et verifie dip = sur U, la classe [ip] G HP{U/M) est done bien definie. 
Par definition de ^^2 on a alors w' = w/j + wq, oil w/j est I'element de 'H2 
associe au representant liarmonique h de [ip] G HP{U/M), et cjq G "Woo- On 
a done bien w G "Hi © "^2 © ^00, et done dom((5£) = "Wq © ^oo- 

Si on note A^^ la premiere valeur propre de M\U pour la metrique 
g et la condition de bord (D), on salt que pour toute forme oj G "Hoo il 
existe, par definition, une forme ip G J7^(M) a support dans M\U telle que 
dip = Lo et llwlp/ll^^lp > A^^' pour la metrique g. Pour la metrique g^, on 
a done ||a;p/||c/5|p > e~'^X'-^\ et a fortiori Qeiu})/\uj\e > £~'^X^^\ Si e est 
suffisamment petit, on pent appliquer le lemme [2.15l 

Etape 3. On va acliever la demonstration en appliquant le lemme 12.161 
et la remarque 12.171 a I'espace T-Lq et aux families de metriques et de formes 
quadratiques | • 1^ et Q^. On definit la forme quadratique Q sur T-Lq par 
Q{ijj) = Jjj \ijo\'^dvg. On doit aussi definir une norme | • | sur T-Lq : pour oo G 
T-Li, on note 99^ la primitive coexacte de u,jj donnee par la proposition 12. 4[ 
et pour UJ G 7^2) on note ip^^ le representant harmonique de la classe de 
cohomologie definie par w. On etend lineairement 1' application ixj ^ ip^ et 
on pose |a;| = ||97a;|l) la norme || • |[ etant ici la norme L? sur les p-formes 
de U . Les espaces T-Li et H2 sont orthogonaux pour || • ||, le noyau de la forme 
quadratique Q (relativement a || • ||) est 'H2, et le spectre de Q sur "Hi est le 
spectre du domaine U pour les {p + l)-formes exactes. 

On doit maintenant verifier que les quatre hypotheses du lemme l2.16l sont 
satisfaites. 

Les hypotheses (iii) et (iv) sont les plus simples a verifier : par definition 
de Qc, pour tout ix! G Tio, Qe{^) tend vers Q{ix}) = frj \Lo\'^dvg, c'est-a-dire la 
norme L^ au carre de u restreinte a U et Q^ > Q pour tout e. 

Passons a I'hypothese (ii). Par definition de Tii et T-L2, il existe pour tout 
UJ G Hq un prolongement c^^ de ip^^ tel que dipi^ = uj. On a alors 

l^le < W^u^fs -^ [ l^J^dvg = \uj\^. (2.24) 

Ju 
En outre, si dip = uj, alors ip et ip^ ne different que par une forme fermee de 
M, et done leur restriction a C/ ne different aussi que par une forme fermee. 
Par consequent, la norme de ip^ minore la norme sur [/ de ip, et 

|wp = / \^^\^dvg < I \^\^dvg < \\ipf, (2.25) 

Ju Ju 
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On en deduit que \u}\ < ja;|e, et done que \u}\^ — )> |a;| pour tout oj. 

L'hypothese (i), dans sa version faible (cf. remarque I2.17p . est la plus 
technique a verifier. On doit controler | • 1^ en fonction de | ■ | et Q. Pour ce 
faire, on fixe un element uj € Tio et on va construire une primitive particuliere 
dont la norme L^ majorera \uj\g. 

On note (p la p-forme definie par (f = (p^j sur U, et prolongee liarmonique- 
ment (pour la metrique g) sur M. On a alors ||'^||_f/i(A/\{/) ^ C'||(/3|g(7|| i , 
la constante C etant independante de (p (la demonstration est similaire au 
cas des fonctions, cf. |Ta96) . ch. 5, prop. 1.7). Par definition de Tio: la (p + 1)- 
forme Woo = d(^ — uj est un element de Tioo et elle est orthogonale a uj. Elle 
verifie done ||woo|li2(jv./\[/) < l|d<^|li2(jv./\[/) < W'fWm {m\u) ^* ^^^^ admet une 
primitive (^oo nulle sur U dont la norme verifie ||<^oo|P ^ H'^oolP/^''^ ■ Si on 
pose if = (p — (^oo ) on a alors dip = c^j et 

IIV'IIl2(M\C/) < II'^IIl2(j\/\(7) + ||<^oo||l2(M\!7) 

< \W\\l'^(M\U) + \W\\m{M\u)/^^^^ > (2-26) 

Toutes les normes etant ici relative a la metrique g. 

Comme ||0||ffirM\r/i < C'||cpi/)f/|| i, , et que la norme ||(j9|flr7|| i, , 

est elle-meme controlee par la norme H^ de ip sur [/, on a finalement 

\^\^dvg<C'M\Hi^u), (2.27) 

M\U 

ou C est une constante dependant de g mais pas de e. 

En utilisant le fait que ip est cofermee sur U (car egale a 99^) et tangen- 
tielle le long de dU, une inegalite elliptique a trace associee a I'operateur 
d + 5 (voir |Ta96| . section 5.9) donne 

\Mmiu) < C"{\ML2iu) + WMlHu)) = C"i\uj\ + Qiuj)-2), (2.28) 

la metrique consideree etant ici encore g. 

Pour une metrique ge, on a |a;|g < ||9?||^2m) +£"~^^ll¥'lli2(Af\c/)- Comme 
II'/'IIl2(c/) = |w| et que ||(/'||l2(jv/\[/) pent etre majore a I'aide de (I2.27P 
et (|2.28p . on obtient la majoration 

|a;|2 < |lj|2 + e''-^PC'C"Wuj\ + Q{uj)^f (2.29) 

qui permet d'appliquer la remarque 12. 171 et le lemme [2.16l ■ 
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3. Prescription du spectre 

Pour construire des valeurs propres multiples nous allons nous utiliser, 
outre tlieoreme de convergence spectrale I2.10| une propriete de transversa- 
lite verifee par des valeurs propres multiples sur des espaces modeles. Cette 
propriete remonte a Arnol'd et a ete precisee par Y. Colin de Verdiere dans 
|CdV88| . nous allons en rappeler une definition : 

On suppose qu'on a une famille d'operateurs {Pa)aeB>' > °^ -^^ ^^^ la boule 
unite de M.^ (en pratique, Pa est le laplacien associe a une metrique ga), tels 
que Pq possede une valeur propre Aq d'espace propre Eq et de multiplicite 
N. Pour les petites valeurs de a, Pa possede des valeurs propres proclies de 
Aq dont la somme des espaces propres est de dimension A^. Comme dans la 
definition de I'ecart spectral, on identifie cette somme a Eq et on note qa la 
forme quadratique associee a Pa transportee sur Eq. 

Definition 3.1 On dit que Aq verifie I'hypothese de transversalite d'Arnol'd 
si ['application "^ : a i-^ qa de B^ dans Q{Eq) est essentielle en 0, c'est-d-dire 
qu'il existe e > tel que si $ : B -^ Q{Eq) verifie ||^ — ^||oo ^ £; alors il 
existe qq S B'' t^^ Q^e $(ao) = qQ- 

Une propriete cruciale est que si <I> provient d'une famille (P^) d'operateurs, 
alors Aq est valeur propre de P^^^ de multiplicite N et verifie la meme propriete 
de transversalite : on dit que cette valeur propre multiple est stable. Comme 
remarque dans |CdV88| , on pent generaliser cette definition a une suite finie 
de valeur propre. 

Pour demontrer les theoremes 11.31 et II. 6| nous allons construire des do- 
maines modeles dont le debut du spectre verifie la propriete de stabilite pour 
ensuite appliquer le tlieoreme 12.101 Ces domaines seront des produits d'une 
sphere et d'une boule, ils pourront done etre plonge dans n'importe quelle 
variete de meme dimension. 

La multiplicite stable sur un produit sera obtenue grace a la formule de 
Kiinneth : si {Mi,gi) et {M2,g2) sont deux varietes riemanniennes compactes 
et ai € i7*(Mj), i = 1,2, alors on a, en identifiant chacune des formes ccj a 
son releve sur (Mi x M2,gi © 52)) 

A(ai A 02) = Aai A 02 + ai A Aa2. (3.2) 

En particulier, si Oj est une forme propre de valeur propre Aj pour i = 1,2, 
alors ai A 02 est une forme propre de valeur propre Ai + A2 pour la metrique 
produit. II est clair que que si ai et 02 sont fermees, alors ai A 02 aussi. On 
pent verifier que pour la metrique produit, si ai et 02 sont cofermees (par 
exemple si I'une des deux est une fonction) leur produit est aussi coferme. 
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On va montrer que si I'une des deux valeurs propres est de multiplicite 
stable, la valeur propre multiple obtenue sur la variete produit peut heriter 
de cette propriete. 

Lemme 3.3 On suppose que /ipj^fc^(Afi,5fi) est une valeur propre simple, 
^ip2,k2{^2^ 92) une valeur propre de multiplicite stable N et qu'il n'y a pas 
d'autres valeurs propres de Mi et M2 dont la somme soit fJ-p^^kiiMijgi) + 
P'P2m{^2,92)- Alors iip^^kA^i^ 9i)+ l^P2,k2i^2, 92) est valeur propre de mul- 
tiplicite stable N sur (Mi x M2,9i 92)- 

Demonstration : Si on note a une forme propre de /ipi,fci(-^i)5i) et E 
I'espace propre de /ip2,fc2(-^2)5'2) alors, en vertu des remarques qui pre- 
cedent, a/\E est un espace propre coferme de valeur propre /-fpi,fci(-^i)5'i) + 

Supposons que ^p2,A:2(^2,5'2) verifie la propriete 13.11 pour la famille de 
metrique (72,0 et la famille de forme quadratique qa- Si la forme a est nor- 
mee, le produit par a plonge isometriquement il(M2) dans il(Mi x M2) en 
envoyant espace propre sur espace propre, quel que soit a. En particulier, les 
espaces propres de {M2,92,a) de valeur propre proche de /Xp2,fe2(-^2)52)) sont 
envoye sur des espaces propres de meme multiplicite, leur valeur propre etant 
augmente de /ip^ ^^(Mi, (71). L'espace a A E verifie done de la propriete 13.11 
pour la valeur propre /ipj^fc^(Mi, (/i) + /ip2,fc2(-^2 5 52) et la famille de forme 
quadratique g^ + fj.p^^ki {Mi , 51 ) j • P . ■ 

Nous utiliserons plusieurs fois le fait que sur une boule euclidienne de 
rayon e, le noyau du laplacien pour la condition de bord (A) est trivial, sauf 
en degre pour lequel sa dimension est 1. Toutes les autres valeurs propres 
tendent vers +00 quand e — > 0. En particulier, sur un produit riemannien 
M X B^ (e) , les premieres formes propres sont les releves des premieres formes 
propres de M. 

Les trois lemmes qui suivent ont pour but de construire les domaines 
mo deles : 

Lemme 3.4 Pour tous entiers N > 1, n > 3, toute suite finie < ai < 
fl2 ^ • • • ^ CLN et toute constante C > ajv, il existe une metrique g sur 5"" 
telle que /io,j = Qi pour i < N , ces valeurs propres verifiant I'hypothese de 
stabilite, /io,Af+i > C et /ip^i > C pour I < p < [^^^]- 

Demonstration : Le resultat sur les /io,j decoule des travaux de Colin de 
Verdiere (voir |CdV86| et |CdV87| ). il sufHt de montrer que la construction 
geometrique peut se faire avec fip^i > C pour p > 1. Le principe de la de- 
monstration est d'appliquer le theoreme 12.101 avec un domaine U dont le 
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spectre verifie la conclusion du lemme. Pour appliquer Targument de stabi- 
lite, on ne doit pas travailler avec une seule metrique sur U mais une petite 
famille de metriques, un element crucial sera alors que I'invariant conforme 
qui minore le spectre en degre [^] varie continument pour la topologie C^ 
(voir remarque I2.13P , il sera done uniformement minore pour cette famille 
de metrique. 

On procede par recurrence sur la dimension. En dimension 3 et 4, on 
procede comme dans |CdV87| : On choisit une surface T, dont le debut du 
spectre (pour les fonctions) est egal a oi < 02 < • • • < a^ et verifie I'liypo- 
tliese de stabilite, et on choisit comme domaine U le produit riemannien de S 
avec un petit intervalle ] — e, e[ (en dimension 3) ou un petit disque de rayon 
e (en dimension 4), la metrique etant prolongee de maniere quelconque en 
dehors de U. Le theoreme 12.101 et I'argument de stabilite assure I'existence 
d'une metrique g telle que //o,i = Oi pour i < N, et ^o,Af+i > C, et comme 
son volume est arbitrairement petit, le theoreme 12.121 et la remarque 12.131 
assurent qu'on pent choisir g telle qu'on ait aussi /ii^i > C. 

Si, par hypothese de recurrence, le lemme est vrai en dimension n — 1, 
on raisonne comme en dimension 3 et 4 en munissant S^~^ de la metrique 
fournie par le lemme et en utilisant le domaine U = ^""^x] — e,e[ plonge 
dans S*". Le theoreme 12.101 donne une metrique S" qui a le spectre souhaite 
pour p < [^^y^] {HP{U/M) etant trivial), et le theoreme 12.121 assure que 
^[ii^],i >C. m 

Lemme 3.5 Pour tous entiers N > 1, p > 2 et n > 2p + 3, toute suite finie 
< oi < 02 < • • • < fflAf et toute constante C > a^, il existe une metrique 
g sur la variete M" = 5^+^ x BP+^ pour n = 2p + ?, ouW = 5""^ x [0, 1] 
si n > 2p + 2), telle que fip^i = Oj pour i < N, ces valeurs propres verifiant 
I'hypothese de stabilite, /ip^jv+i > C et (iq^i > C pour l<q<^,q^p, le 
volume Yol{M,g) etant arbitrairement petit. 

Demonstration : Remarquons d'abord qu'en prescrivant le debut du 
spectre pour p = dans le lemme 13. 4| on a aussi prescrit les Hp^i pour 
p = n— leti<N, par dualite de Hodge. Partant de ce constat, on va 
encore proceder par recurrence sur n, le degre p etant fixe. 

Pour n = 2p + 3, il sufHt de considerer M = S"^"^^ x i?P+^(e), la sphere 
SP~^^ etant munie de la metrique fournie par le lemme I3l4] et BP^'^{e) etant 
une boule de rayon e petit. 

Pour 71 > 2p + 3, la recurrence s' effect ue comme dans le lemme [3A\ : on 
applique le theoreme 12.101 au domaine M"~^ plonge dans S^~^ et on pose 
M" = 5"-^xl-e,e[. ■ 
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Lemme 3.6 Pour tous entiers N > 1, n > 3, toute suite finie < oi < 
^2 ^ ^3 ^ • • • ^ o-N st toute constante C > ajsf, il existe une metrique g 
sur M = B^ X S" telle que ^i^i{M,g) = Oj pour i < N (avec stabilite), 
IJ,i^N+i{M,g) > C et fip^i{M,g) > C pour 2 < p < |, /e volume Yol{M,g) 
etant arhitrairement petit. 

Demonstration : On va une nouvelle fois utiliser le theoreme 12.101 avec 
un domaine U produit d'une sphere et d'une boule, mais avec une metrique 
particuliere sur la boule : selon |Gu04| (theoreme 2.1), il existe une metrique 
gs sur B^ telle que ni^i{B^,gB) = ai, /Ui,2(-B^,5s) > C et fip^i{B^,gB) > C 
pour p = 0, 2, le volume etant arhitrairement petit. En utilisant le lemme [3l4| 
on pent munir S" d'une metrique telle que fiQ^i{S^) = a, — oi pour i < N —1, 
^o,7v(5'") > C et i-ip,i{S") > C pour p>l. Le produit M = S" x B^ verifie 
alors ^i,i(M) = f^oA^"^) + l^h^i^^ ^ 9b) = di pour i < N, m^N+iiM) > C et 
fip,i{M) > C pour 2 < p < §. ■ 

On est maintenant en mesure de demontrer les resultats annonces dans 
I'introduction. 

Demonstration du theoreme 11.31 : Pour chaque degre p, on se donne 
le domaine Up fourni par le lemme [375] (ou le lemme l376] pour p = 1) dont le de- 
but du spectre en degre p est celui qu'on veut prescrire, avec C > supp j Op^j. 
On pent noter que dans la demonstration du theoreme I2.10| I'hypothese de 
connexite du domaine U n'intervient pas, la conclusion reste done vraie en 
remplagant U par un nombre fini de domaine. On pent done I'appliquer a la 
famille (Up) plongee dans M (en remarquant que H'P{{UUp)/M) est trivial 
pour 1 < p < ^^^), et grace a la stabilite du spectre de ces domaines on 
conclut a I'existence d'une metrique g sur M telle que iJ,pi^{M, g) = Up^k pour 
pour l<A;<A^etl<p< [^^^]. Comme pour les lemmes precedents, le 
cas du degre p = [^^^] est convert par le theoreme 12.121 

Pour montrer qu'on pent aussi prescrire le volume, on procede comme 
dans |Gu04| et |Ja08| : on pent appliquer I'argument de stabilite an volume 
en le traitant comme une valeur propre simple. II suffit done d'ajouter a la 
famille Up une boule de volume V — '^ Yo\{Up) (en ayant choisit les volumes 
des Up suffisamment petits) et dont les valeurs propres pour les p-formes sont 
arhitrairement grandes (c'est possible selon |GP95| ). Le fait que le volume 
de cette boule verifie I'hypothese de transversalite signifie simplement qu'on 
pent lui donner n'importe quelle valeur an voisinage de V — ^ Vol(C/p), par 
exemple par homothetie. ■ 

Demonstration du theoreme 11.61 : Y. Colin de Verdiere a montre 
que la premiere valeur propre de la sphere S*^ muni de sa metrique cano- 
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nique est stable ( |CdV88] . section 2). On pent done raisonner comme dans 
le lemme 1331 : la valeur propre /ii^i(S'^) est de multiplicite 3 stable et il suffit 
d'appliquer le theoreme 12.101 au domaine S*^ x B"'~'^{e). ■ 
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